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Àííîòàöèÿ

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîëåò
áåñïèëîòíîãî ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà (ÁÏËÀ)
â ñëîæíûõ óñëîâèÿõ ïðè íàëè÷èè óãðîç. Ïðèâåäåíî
îïèñàíèå óãðîç â òåðìèíàõ ðåëüåôà, îñóùåñòâëåíî
íàõîæäåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ êðàåâîé
çàäà÷è è ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòà ñ ïðèíóäèòåëüíûì
ïåðåëåòîì ÷åðåç çàäàííûå òî÷êè.

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ òðàåêòîðèè ÁÏËÀ â
óñëîâèÿõ ðèñêà èçâåñòíà î÷åíü äàâíî [1], [2] è
îñòàåòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé â ïîñëåäíèå ãîäû,
îñîáåííî â ñâÿçè ñ ïëàíèðîâàíèåì òðàåêòîðèé
àâòîíîìíûõ ÁÏËÀ [3], [4], [5], [6], [7]. Íà÷èíàÿ ñ
îðèãèíàëüíûõ ðàáîò ïî ïëàíèðîâàíèþ òðàåêòîðèé,
çàäà÷à ïëàíèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé ôîðìóëèðóåòñÿ
êàê çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûì è òåðìèíàëüíûì
óñëîâèÿìè, êîòîðàÿ ìèíèìèçèðóåò íåêîòîðûé
ôóíêöèîíàë, õàðàêòåðèçóþùèé èíòåãðàëüíûé ðèñê
è òåðìèíàëüíûé ïðîìàõ. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ
òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òðåáóåò çíàíèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ðèñêîâ è åãî ïðîèçâîäíûõ. Íà
äàííîì ýòàïå ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ
îïòèìàëüíîé äîïóñòèìîé òðàåêòîðèè ïðè
çàäàííîì ñòàöèîíàðíîì ðàñïðåäåëåíèè ðèñêîâ
è çàäàííîì ðåëüåôå ìåñòíîñòè. Íà ïåðâîì ýòàïå
ïðåäïîëàãàåòñÿ äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííîé ëèíåéíîé
ñêîðîñòüþ, ïðè÷åì òðàåêòîðèÿ âûáèðàåòñÿ ñ
öåëüþ ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëüíîãî ðèñêà è

îòêëîíåíèÿ îò çàäàííûõ ãðàíèö âûñîòû ïîëåòà.
Ðåøåíèå çàäà÷è îðèåíòèðîâàííî íà èñïîëüçîâàíèå
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà ðåøåíèè êðàåâîé
çàäà÷è, ê êîòîðîé ïðèâîäèò íåîáõîäèìîå óñëîâèå
îïòèìàëüíîñòè â ôîðìå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Òåðìèíàëüíûå óñëîâèÿ

Çàäàíî íà÷àëüíîå A = (x(0),y(0),z(0)) è êîíå÷íîå
ïîëîæåíèå B = (xT ,yT ,zT ), çàäàíû îãðàíè÷åíèÿ íà
äîïóñòèìîå âðåìÿ ïåðåëåòà T ∈ [T1,T2], è íà ñêîðîñòü
V ∈ [Vmin,Vmax], óäîâëåòâîðÿþùèå îãðàíè÷åíèÿì

L =
√

(xT − x(0))2 +(yT − y(0))2 +(zT − z(0))2 ≤VmaxT1,

L =
√

(xT − x(0))2 +(yT − y(0))2 +(zT − z(0))2 ≤VminT2.

Äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ÁÏËÀ

Íà ïåðâîì ýòàïå ìû èñïîëüçóåì ïðîñòåéøóþ
ìîäåëü óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ, îïèñûâàåìóþ
óðàâíåíèÿìè

ẋ(t) =V cosγ cosθ , ẏ(t) =V sinγ cosθ ,

ż(t) =V sinθ ,
(1)

ãäå V ∈ [Vmin,Vmax] � çàäàííàÿ âûøå ïîñòîÿííàÿ
ñêîðîñòü, à óïðàâëåíèÿ γ ∈ [−π,π], θ ∈ [−π/2,π/2]
� åñòü óãîë êóðñà (ðûñêàíèÿ) è óãîë òàíãàæà,
ñîîòâåòñòâåííî.

Êðèòåðèé êà÷åñòâà

Çàäàåòñÿ â ôîðìå èíòåãðàëüíîãî ðèñêà,
âû÷èñëÿåìîãî ïî ôîðìóëå
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J =

T∫
0

[ f (x(t),y(t))+φ(x(t),y(t),z(t))]dt+

+k
[
(x(T )− xT )

2 +(y(T )− yT )
2 +(z(T )− zT )

2
]
,

(2)

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà
åñòü òèïîâîå ðàñïðåäåëåíèå ðèñêîâ, êîòîðîå
õàðàêòåðèçóåòñÿ êîîðäèíàòàìè öåíòðîâ óãðîç è
ïðîñòðàíñòâåííûì ðàñïðåäåëåíèåì ðèñêà.

Íà îñíîâå ïðåäâàðèòåëüíûõ èññëåäîâàíèé [8]
äëÿ çàäàííûõ êîîðäèíàò (xi,yi) öåíòðà i−ãî
èñòî÷íèêà óãðîç (i = 1, ...,M) ïðîñòðàíñòâåííîå
ðàñïðåäåëåíèå ðèñêà çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì
ñîîòíîøåíèåì:

fi(x,y) =
ai

bi + ci(x− xi)
2 +di(y− yi)

2 .

Äàííîå ïðåäñòàâëåíèå íå èìååò ñèíãóëÿðíîñòåé,
çàòðóäíÿþùèõ ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è,
òàêèõ êàê, íàïðèìåð â [4], è õàðàêòåðèçóåòñÿ
åñòåñòâåííîé ôèçè÷åñêè ðåàëüíîé ñêîðîñòüþ
óáûâàíèÿ ïðè áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò öåíòðà
óãðîçû â îòëè÷èå îò ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ [3].
Äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ óãðîç çàâèñÿò îò âçàèìíîãî
ïîëîæåíèÿ ÁÏËÀ è èñòî÷íèêà è èõ ìîäåëèðîâàíèå
òðåáóåò çíàíèÿ ôîðìû ÁÏËÀ è åãî îðèåíòàöèè â
ïðîñòðàíñòâå è âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî [5], [6], [7].
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñóììàðíîå ðàñïðåäåëåíèå
óãðîç (hazard rate) â çàäàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà
(x,y) åñòü ñóììà îòäåëüíûõ èíòåíñèâíîñòåé óãðîç

f (x,y) =
M

∑
i=1

fi(x,y). (3)

Ñ âåðîÿòíîñòíîé òî÷êè çðåíèÿ äàííîå
ïðåäïîëîæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ íåçàâèñèìîñòè
èñòî÷íèêîâ óãðîç [3] è Ìàðêîâñêîé ìîäåëè
ôîðìèðîâàíèÿ ñóììàðíîãî ðèñêà. Â ýòîé ìîäåëè
ñóììàðíàÿ âåðîÿòíîñòü ïðîâàëà ìèññèè åñòü
ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðàëà âäîëü òðàåêòîðèè
(x(t),y(t),z(t)) t ∈ [0,T ]),

J =

T∫
0

f (x(t),y(t))dt.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé
ïîñòàíîâêå ðàñïðåäåëåíèÿ óãðîç íå çàâèñÿò îò
âûñîòû, è ïîýòîìó ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ íå
ñàìà òðàåêòîðèÿ, à åå ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü z = 0.
Îòêëîíåíèå ÁÏËÀ îò çàäàííîé âûñîòû ïîëåòà
õàðàêòåðèçóåòñÿ çàäàííûì ðåëüåôîì ìåñòíîñòè

z = h(x,y)

è íåðàâåíñòâàìè

h(x(t),y(t))≤ z(t)≤ h(x(t),y(t))+h0,

ãäå h0 � çàäàííàÿ âûñîòà ïîëåòà.

Ôóíêöèÿ φ(x,y,z) õàðàêòåðèçóåò øòðàô çà
îòêëîíåíèå îò çàäàííîãî äèàïàçîíà âûñîò è èìååò
ñëåäóþùèé âèä

φ(x,y,z) = β

[
1

z−h(x,y)
+

1
h(x,y)+h0− z

]
. (4)

Òåðìèíàëüíîå ñëàãàåìîå â êðèòåðèè êà÷åñòâà (2)
ñî çíà÷åíèåì k � 1 õàðàêòåðèçóåò îòêëîíåíèå
òðàåêòîðèè îò çàäàííîãî ïîëîæåíèÿ B = (xT ,yT ,zT ).

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñ íåôèêñèðîâàííûì

âðåìåíåì è ïàðàìåòðàìè

Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè âðåìåíè
T ∈ [T1,T2], è óïðàâëåíèé γ(t),θ(t), t ∈ [0,T ]
ìèíèìèçèðóþùèõ êðèòåðèé êà÷åñòâà

J→ min
(T,V,γ(·),θ(·))

.

Äàííàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó çàäà÷ ñ
íåôèêñèðîâàííûì âðåìåíåì è ïàðàìåòðàìè,
ïîýòîìó åå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
çàòðóäíèòåëüíûì, ïîñêîëüêó ïðèâîäèò ê
äîïîëíèòåëüíûì êðàåâûì óñëîâèÿì [9] �2.7, �2.8,
ìû óïðîùàåì ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïðèâîäÿ åå ê
çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûì
âðåìåíåì.

2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñ ôèêñèðîâàííûì
âðåìåíåì è ïàðàìåòðàìè

2.1.1. Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ñ

ôèêñèðîâàííûì âðåìåíåì. Ñäåëàåì â èíòåãðàëå
(2) çàìåíó ïåðåìåííûõ s = t/T, òîãäà

J = T
1∫

0

[ f (x(sT ),y(sT ))+

+φ(x(sT ),y(sT ),z(sT ))]ds =

= T
1∫

0

[ f (x̃(s), ỹ(s))+φ(x̃(s), ỹ(s), z̃(s))]ds,

(5)

ãäå ïåðåìåííûå (x̃(s), ỹ(s), z̃(s)) óäîâëåòâîðÿþò
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

(x̃(0), ỹ(0), z̃(0)) = (x(0),y(0),z(0)),

(x̃(1), ỹ(1), z̃(1)) = (xT ,yT ,zT ),
(6)
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è óðàâíåíèÿì

˙̃x(s) = TV cosγ(sT )cosθ(sT ) = Ṽ cos γ̃(s)cos θ̃(s),

˙̃y(s) = TV sinγ(sT )cosθ(sT ) = Ṽ sin γ̃(s)cos θ̃(s),

˙̃z(s) = TV sinθ(sT ) = Ṽ sin θ̃(s),
(7)

ãäå T è V âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è

V T =

= Ṽ ∈ [min{VmaxT1,VminT2},max{VmaxT1,VminT2}].
(8)

Âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ñ ôèêñèðîâàííûì
âðåìåíåì ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à íà ìèíèìóì
êðèòåðèÿ

Jaux =
1∫
0

f (x̃(s), ỹ(s))ds+φ(x̃(s), ỹ(s), z̃(s))ds+

+k̃Φ(x̃(1), ỹ(1), z̃(1)),

(9)

ãäå

Φ(x,y,z) = (x− xT )
2 +(y− yT )

2 +(z− zT )
2,

íà òðàåêòîðèÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (7), ñ âûáîðîì
ìîäèôèöèðîâàííîé ñêîðîñòè Ṽ , óäîâëåòâîðÿþùåé
óñëîâèþ (8) è k̃ = k/T.

Ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è äàåò
îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîäèôèöèðîâàííîé ñêîðîñòè
Ṽ è îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ γ̃(s), θ̃(s),s ∈ [0,1], è
ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà Jaux.

2.1.2. Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå â èñõîäíîé

çàäà÷å. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå â
èñõîäíîé çàäà÷å ìû äîëæíû çàäàòü âðåìÿ ïîëåòà T,
îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ïîëåòà V = Ṽ/T è îïòèìàëüíûå
óïðàâëåíèÿ γ(t) = γ̃(t/T ),θ(t) = θ̃(t/T ). Çíà÷åíèå
èíòåãðàëüíîãî ðèñêà ðàâíî J = T Jaux, ïîýòîìó
îïòèìàëüíîå âðåìÿ ïîëåòà è ñêîðîñòü îïðåäåëÿþòñÿ
èç ñîîòíîøåíèé

T opt = argmin{T : T ∈ [T1,T2],V ∈ [Vmin,Vmax],V T = Ṽ},

V opt = Ṽ/T opt .

2.2. Îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ âî âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷å ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà
ìàêñèìóìà [9].

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
âíà÷àëå ñ ôèêñèðîâàííîé ñêîðîñòüþ Ṽ .

Çàäà÷è ñ òåðìèíàëüíûìè óñëîâèÿìè
äîñòàòî÷íî ñëîæíû, ïîýòîìó ðåøàåì çàäà÷ó ñ

ìîäèôèöèðîâàííûì êðèòåðèåì (9) ñî øòðàôîì çà
òåðìèíàëüíûé ïðîìàõ

J̃aux =

1∫
0

f0(x̃(s), ỹ(s), z̃(s))ds+

+Φ(x̃(1), ỹ(1)), z̃(1)),

(10)

ãäå
f0(x,y,z) = f (x,y)+φ(x,y,z),

è êîýôôèöèåíò
k̃� 1,

äîëæåí âûáèðàòüñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Ñ òàêèì
êðèòåðèåì ìîæíî ðåøàòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè
êðèòåðèÿ (10) áåç òåðìèíàëüíûõ óñëîâèé.

Ââåäåì ãàìèëüòîíèàí

H(x̃, ỹ, z̃, γ̃, θ̃ ,ψx,ψy,ψz) =

= ψxṼ cos γ̃ cos θ̃ +ψyṼ sin γ̃ cos θ̃+

+ψzṼ sin θ̃ − f0(x̃, ỹ).

(11)

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà: Åñëè (x̃, ỹ, z̃, γ̃, θ̃)
� îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ è óïðàâëåíèå,
òî ñóùåñòâóþò ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå
ψx(s),ψy(s),ψz(s), óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå
óðàâíåíèé

ψ̇x(s) =
∂ f0(x,y,z)

∂x

∣∣∣∣
(x̃(s),ỹ(s),z̃(s))

,

ψ̇y(t) =
∂ f0(x,y,z)

∂y

∣∣∣∣
(x̃(s),ỹ(s),z̃(s))

,

ψ̇z(t) =
∂ f0(x,y,z)

∂ z

∣∣∣∣
(x̃(s),ỹ(s),z̃(s))

(12)

Ïðè ýòîì îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå äîñòàâëÿåò
ìàêñèìóì Ãàìèëüòîíèàíó, òî åñòü äëÿ ëþáîãî
s ∈ [0,1]

(γ̃(s), θ̃(s)) =

= argmax
γ,θ

H(x̃(s), ỹ(s), z̃(s),γ,θ ,ψx(s),ψy(s),ψz(s)),

(13)
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

cos γ̃(s)cos θ̃(s) = ψx(s)√
ψ2

x (s)+ψ2
y (s)+ψ2

z (s)
,

sin γ̃(s)cos θ̃(s) =
ψy(s)√

ψ2
x (s)+ψ2

y (s)+ψ2
z (s)

,

sin θ̃(s) = ψz(s)√
ψ2

x (s)+ψ2
y (s)+ψ2

z (s)
.

(14)
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Çàìûêàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (7), (12)
îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì (13) ïîëó÷àåì êðàâåâóþ
çàäà÷ó, êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò îïòèìàëüíàÿ
òðàåêòîðèÿ âî âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å.

˙̃x(s) = Ṽ ψx(s)√
ψ2

x (s)+ψ2
y (s)+ψ2

z (s)
,

˙̃y(s) =
Ṽ ψy(s)√

ψ2
x (s)+ψ2

y (s)+ψ2
z (s)

,

˙̃z(s) =
Ṽ ψy(z)√

ψ2
x (s)+ψ2

y (s)+ψ2
z (s)

,

ψ̇x(s) =
∂ f0(x,y,z)

∂x

∣∣∣∣
(x̃(s),ỹ(s),z̃(s))

,

ψ̇y(t) =
∂ f0(x,y,z)

∂y

∣∣∣∣
(x̃(s),ỹ(s),z̃(s))

,

ψ̇z(t) =
∂ f0(x,y,z)

∂ z

∣∣∣∣
(x̃(s),ỹ(s),z̃(s))

.

(15)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

x̃(0) = x(0), ỹ(0) = y(0), z̃(0) = z(0).

Òåðìèíàëüíûå óñëîâèÿ:

ψx(1) =−k(x̃(1)− xT ), ψy(1) =−k(ỹ(1)− yT ),

ψz(1) =−k(z̃(1)− zT ).

2.2.1. Îïðåäåëåíèå ñêîðîñòè. Âîîáùå ãîâîðÿ,
îïðåäåëåíèå ñêîðîñòè Ṽ åñòü ñàìûé ñëîæíûé ýòàï
ðåøåíèÿ. Åñëè ñêîðîñòü ñëèøêîì ìàëà èëè âåëèêà,
òî êðàåâàÿ çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ è ÷èñëåííàÿ
ïðîöåäóðà ðàñõîäèòñÿ. Îäíàêî, ÷èñëåííûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äîïóñêàþò îñóùåñòâëåíèå
ïîèñêà ïî ïàðàìåòðó, ïîýòîìó ñëåäóåò çàäàòü
âíà÷àëå çíà÷åíèå ñêîðîñòè è âûñîòû ïîëåòà,
òî åñòü íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå óñëîâèÿ ïî z
òàê, ÷òîáû çàäà÷à çàâåäîìî èìåëà ðåøåíèå,
íàïðèìåð, ñ ïîñòîÿííîé ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ
ñêîðîñòüþ. Çàòåì, íà÷èíàÿ ñ ýòîãî çíà÷åíèÿ, ñëåäóåò
îñóùåñòâèòü ïîèñê ïî ñêîðîñòè, èçìåíÿÿ ïðè ýòîì è
âûñîòó ïîëåòà.

Êðàåâàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî, äëÿ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé Ṽ , óäîâëåòâîðÿþùèõ
îãðàíè÷åíèþ (8) è îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå Ṽ , ïðè
êîòîðîì Jaux äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Äëÿ
ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó ïàðàìåòðè÷åñêîé
îïòèìèçàöèè ïî ñêàëÿðíîìó ïàðàìåòðó Ṽ .

2.2.2. Îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

è òðàåêòîðèè â èñõîäíîé çàäà÷å. Âðåìÿ
ïåðåëåòà T è ñêîðîñòü V íàõîäÿòñÿ êàê îïèñàíî
âûøå â ðàçäåëå 2.1.2. Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ
è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå îïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì
çàìåíû âðåìåíè t = sT è ñîîòâåòñòâåííî

x(t) = x̃(t/T ), y(t) = ỹ(t/T ), z(t) = z̃(t/T ),

γ(t) = γ̃(t/T ), θ(t) = θ̃(t/T )

Ïåðåìåííûå

x(t) = x̃(t/T ), y(t) = ỹ(t/T ), z(t) = z̃(t/T )

íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), ãäå

cosγ(t)cosθ(t) = ψ̄x(t)√
ψ̄2

x (t)+ ψ̄2
y (t)+ ψ̄2

z (t)
,

sinγ(t)cosθ(t) =
ψ̄y(t)√

ψ̄2
x (t)+ ψ̄2

y (t)+ ψ̄2
z (t)

,

sinθ(t) = ψ̄z(t)√
ψ̄2

x (t)+ ψ̄2
y (t)+ ψ̄2

z (t)
.

Ñîïðÿæåííûå ïåðåìåííûå (ψ̄x(t), ψ̄y, ψ̄z) =
= (ψx(t/T ∗),ψy(t/T ∗),ψz(t/T ∗)) óäîâëåòâîðÿþò
ñèñòåìå óðàâíåíèé

˙̄ψx(t) =
1

T ∗
∂ f0(x,y,z)

∂x

∣∣∣∣
(x(t),y(t),z(t))

,

˙̄ψy(t) =
1

T ∗
∂ f0(x,y,z)

∂y

∣∣∣∣
(x(t),y(t),z(t))

˙̄ψz(t) =
1

T ∗
∂ f0(x,y,z)

∂ z

∣∣∣∣
(x(t),y(t),z(t))

.

(16)

3. ×èñëåííûå ïðèìåðû

3.1. Ïðèìåð 1.

Â öåëÿõ óïðîùåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ìû
ðàçáèâàåì åå íà äâå áîëåå ïðîñòûõ. Íà ïåðâîì ýòàïå
ñòðîèòñÿ òðàåêòîðèÿ ïîëåòà â ãîðèçîíòàëüíîé
ïëîñêîñòè ïî çàäàííûì òî÷êàì. Â äàííîì
ïðèìåðå çàäàíû íà÷àëüíàÿ òî÷êà (0, -4), êîíå÷íàÿ
òî÷êà (-1, 1), è ïðîìåæóòî÷íûå òî÷êè (1, -
2), (0.7, -1) è (0, 0). Òðàåêòîðèÿ ñòðîèòñÿ ïðè
ïîìîùè èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà Ëàãðàíæà,
ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç çàäàííûå ïÿòü òî÷åê. Çàòåì
âûáèðàåòñÿ çàìåíà âðåìåíè, îáåñïå÷èâàþùàÿ
äâèæåíèå ïî çàäàííîé òðàåêòîðèè ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ. Íà âòîðîì ýòàïå îïðåäåëÿåòñÿ âûñîòà
ïîëåòà ñ ó÷åòîì ðåëüåôà ìåñòíîñòè, ðàñ÷èòàííîãî
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âäîëü âûáðàííîé òðàåòîðèè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ
âûñîòû ïîëåòà ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ
òðàåêòîðèè,

ż(t) = w(t), ãäå w(t) ∈ [wmin,wmax].

×òîáû îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèÿ

h(x(t),y(t)) = h(t)≤ z(t)≤ h0

êðèòåðèé êà÷åñòâà âûáèðàåòñÿ â âèäå

J =

1∫
0

f (z(t), t)dt =
1∫

0

β

[
1

z(t)−h(t)
− 1

z(t)−h0

]
dt.

Åñëè íà÷àëüíîå óñëîâèå ïî z óäîâëåòâîðÿåò
îãðàíè÷åíèþ, òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå
îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè îãðàíè÷åíèå
âûïîëíåíî íà âñåì ó÷àñòêå ïîëåòà.

Â äàííîì ïðèìåðå

h(x,y) = 1+0.5cos3x+0.5siny,

è h0 = 2.3. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïî âûñîòå
íàõîäèòñÿ èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà è ðàâíî

wopt =

{
wmin, åñëè ψz(t)≤ 0,
wmax, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,

ãäå ñîïðÿæåííàÿ ïåðåìåííàÿ ψz(t) óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

ψ̇z(t) = −
∂ f (z(x,y), t)

∂ z

∣∣∣∣
x(t),y(t)

.

Ñîïðÿæåííàÿ ïåðåìåííàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè
ðåøåíèè êðàåâîé çàäà÷è ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
z(0) = 1.5 è ãðàíè÷íûì óñëîâèåì ψz(1) = 0.
Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
ïåðåìåííîé z(t) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ îïòèìàëüíàÿ
òðàåêòîðèÿ ïîêàçàíû íèæå íà Ðèñ. 2 è 3.

3.2. Ïðèìåð 2.

Â äàííîì ïðèìåðå ìû ðåøàåì òðåõìåðíóþ
êðàåâóþ çàäà÷ó ïðè çàäàííîì ðàñïðåäåëåíèè óðîâíÿ
óãðîç è ðåëüåôà, òî åñòü íàõîäèì òðàåêòîðèþ
ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè (0,−4,2) è (−1,1,2.5) è
ìèíèìèçèðóþùóþ ôóíêöèîíàë

J =

1∫
0

f0(x(t),y(t),z(t))dt,

Ðèñ. 1. Òðàåêòîðèÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

Ðèñ. 2. Ñîïðÿæåííàÿ ïåðåìåííàÿ ψz

Ðèñ. 3. Òðàåêòîðèÿ (A) è ðåëüåô (B)
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Ðèñ. 4. Òðàåêòîðèÿ ïîëåòà â òðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå

Ðèñ. 5. 3D-îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ñ çàäàííûì
ðåëüåôîì

ãäå

f0(x,y,z) =
3

(1+(x+1.3)2 +(y+1.3)2)2+

+
3

(1+(x−1.4)2 +(y−1.1)2)2+

+
1.1

1+(z−0.3cos3x−0.8−0.3siny)2+

+
4

1+(3− z)2

(17)

ó÷èòûâàåò è ðàñïðåäåëåíèå óãðîç è ðåëüåô
ìåñòíîñòè. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû íà
Ðèñ. 5 è 6.

Áëàãîäàðíîñòè

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå

Ðèñ. 6. 3D-îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ â ïîëå óãðîç

Àâñòðàëèéñêîãî Ñîâåòà íî íàó÷íûì èññëåäîâàíèÿì,
ãðàíò ARC DP0988685 è Ðîññèéñêîãî Ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ãðàíò 10-01-00710-
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